16 Дайте определение векторной функции и годографа. 
17 Дайте определение предела и непрерывности векторной функции.

18 Дайте определение производной векторной функции. 

19 Какая вектор-функция называется дифференцируемой? 

20 Что называется дифференциалом векторной функции?

21 Дайте определение кривой, кривизны и радиуса кривизны кривой.

22 Дайте определение радиуса, круга и центра кривизны плоской кривой.

23 Что называется эволютой и эвольвентой плоской кривой?
Формулировки теорем и формулы

1 Сформулируйте правила нахождения производной постоянной функции, производной суммы и разности функций, производной произведения функций, производной частного функций

2 Как найти производную функции, заданной параметрическими уравнениями?

3 Как найти производную неявной функции?

4 Какой вид имеет формула Маклорена? 

5 Запишите основные разложения по формуле Маклорена функций 
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6 Какие условия должны выполнятся, чтобы функция: а) возрастала, б) убывала, в) была неубывающей и невозрастающей?

7 Сформулируйте достаточные условия экстремума.

8 Как находится глобальный экстремум функции на отрезке?

9 Перечислите основные этапы исследования функции.

10 Как найти асимптоты графика функции, заданной параметрическими уравнениями?

11 Как исследовать и использовать симметрию функции, заданной параметрическими уравнениями?

12 Сформулируйте необходимое условие локального экстремума функции, заданной параметрическими уравнениями.

13 Приведите примерную схему исследования функции, заданной параметрическими уравнениями.

14 Как исследовать функцию, заданную неявно?

15 Как исследовать функцию, заданную в полярных координатах?

16 Перечислите свойства предела вектор-функции.

17 Чему равен дифференциал дуги?

18 Какое уравнение называется натуральным уравнением гладкой кривой?

19 Чему равна длина единичного вектора касательной? Какие координаты он имеет?
20 Как вычисляется кривизна в случаях векторного, параметрического представления кривой?

Доказательство теорем

1 Сформулируйте и докажите теорему о дифференцировании обратной функции?

2 Сформулируйте и докажите теорему о дифференцировании сложной функции.

3 Сформулируйте и докажите теорему Ролля. 

4 Сформулируйте и докажите теорему Лагранжа. 

5 Сформулируйте и докажите теорему Коши. 

6 Сформулируйте и докажите теорему Лопиталя.

7 Сформулируйте теорему о формуле Тейлора с остаточным членом: а) в виде Лагранжа; б) в виде Пеано.

8 Сформулируйте и докажите необходимое условие локального экстремума.

9 Сформулируйте и докажите достаточное условие выпуклости и вогнутости.

10 Сформулируйте и докажите необходимое и достаточное условия точки перегиба.

Вопросы и задачи на понимание

1 При нахождении производных каких функций желательно использовать логарифмическую производную?

2 В чем состоит геометрический смысл производной? 

3 Какая связь между дифференцируемостью функции в точке и существованием в этой точке производной?

4 В чем состоит геометрический смысл дифференциала.

5 Где используются понятия производной и дифференциала в физике?

6 Может ли существовать вторая производная 
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7 В чем состоит геометрический и физический смысл теоремы Ролля.

8 Почему формула Лагранжа называется формулой конечных приращений?

9 В чем состоит геометрический и физический смысл теоремы Лагранжа?

10 При раскрытии каких неопределенностей используется правило Лопиталя?

11 Справедливо ли правило Лопиталя в случае 
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12 Можно ли применять правило Лопиталя несколько раз?

13 В чем состоит геометрический и физический смысл производной вектор-функции?

Раздел 4 Интегральное исчисление функции действительной переменной

Тема 1 Первообразная и неопределенный интеграл

1.1 Определение первообразной функции

1.2 Неопределенный интеграл и его геометрический смысл

1.3 Основные свойства неопределенного интеграла

1.4 Таблица неопределенных интегралов

Основной задачей дифференциального исчисления является нахождение производной 
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Таким образом, основной задачей интегрального исчисления является восстановление функции 
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 по известной производной или дифференциалу этой функции. Интегральное исчисление имеет многочисленные приложения в геометрии, механике, физике и технике. Оно дает общий метод нахождения площадей, объемов, центров тяжести и т. д.
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Любая непрерывная на множестве 
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Операция отыскания первообразной 
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Совокупность 
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 называется неопределенным интегралом и обозначается
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Выражение 
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 – переменной интегрирования, а 
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 – постоянной интегрирования.

Неопределенный интеграл представляет собой любую функцию, дифференциал которой равен подынтегральному выражению, а производная – подынтегральной функции.

С геометрической точки зрения неопределенный интеграл представляет собой семейство кривых 
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 – параметр), обладающих следующим свойством: все касательные к кривым в точках с абсциссой 
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На рисунке 4. 1 изображен неопределенный интеграл 
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который представляет собой семейство парабол 
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Рисунок 4. 1 – Интегральные кривые 
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Кривые семейства 
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 называются интегральными кривыми. Они не пересекаются между собой и не касаются друг друга. Через каждую точку плоскости проходит только одна интегральная кривая. Все интегральные кривые получаются одна из другой параллельным переносом вдоль оси 
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Неопределенный интеграл обладает свойствами:

– производная от неопределенного интеграла равна подынтегральной функции, дифференциал от неопределенного интеграла равен подынтегральному выражению:
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– неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функции равен сумме этой функции и произвольной постоянной:
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– постоянный множитель 
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– неопределенный интеграл от алгебраической суммы конечного числа функций равен алгебраической сумме интегралов от этих функций:
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– (инвариантность формул интегрирования) любая формула интегрирования сохраняет свой вид, если переменную интегрирования заменить любой дифференцируемой функцией этой переменной:


[image: image64.wmf](

)

(

)

C

x

F

dx

x

f

+

=

ò

 или 
[image: image65.wmf](

)

(

)

C

u

F

du

u

f

+

=

ò

,
где 
[image: image66.wmf]u

 – дифференцируемая функция.
Каждая из нижеследующих формул верна на каждом промежутке, принадлежащем области определения подынтегральной функции:
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Некоторые из приведенных формул таблицы интегралов, не имеющие аналога в таблице производных, проверяются дифференцированием их правых частей.

Если первообразная 
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 является элементарной функцией, то говорят, что интеграл 
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 выражается в элементарных функциях или функция 
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 интегрируема в конечном виде. Однако не всякий интеграл от элементарной функции выражается в элементарных функциях. Используя основные правила интегрирования, можно находить интегралы от более сложных функций.

В отличие от дифференциального исчисления, где, пользуясь таблицей производных, можно найти производную или дифференциал любой заданной функции, в интегральном исчислении нет общих приемов вычисления неопределенных интегралов, а разработаны лишь частные методы, позволяющие свести данный интеграл к табличному.

Тема 2 Общие методы интегрирования

2.1 Непосредственное интегрирование

2.2 Метод замены переменной (подстановка)

2.3 Метод интегрирования по частям

Вычисление интегралов, основанное на приведении подынтегрального выражения к табличной форме и использовании свойств неопределенного интеграла, называется непосредственным интегрированием.

Пусть требуется вычислить интеграл 
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Теорема (замена переменной) Пусть функция 
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 справедлива формула замены переменной:
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Суть метода замены переменной состоит в том, что в интеграле 
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Очень часто при вычислении интегралов пользуются приемом «подведения» подынтегральной функции под знак дифференциала. По определению дифференциала функции имеем 
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. Переход от левой части этого равенства к правой называют «подведением» множителя 
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Внесем в этом интеграле множитель 
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Если интеграл 
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Вычисление некоторых типов неопределенных интегралов основывается на теореме 2.
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Методом интегрирования по частям вычисляются интегралы:
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. Они вычисляются двукратным интегрированием по частям и решением уравнения относительно искомого интеграла.

Тема 3 Интегрирование рациональных функций

3.1 Интегрирование простейших рациональных дробей

3.2 Разложение правильной рациональной дроби на простейшие дроби

3.3 Интегрирование рациональных функций

Рациональной дробью 
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Если степень многочлена в числителе больше или равна степени многочлена в знаменателе (
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Простейшей дробью называется правильная рациональная дробь одного из следующих четырех типов:
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Здесь 
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Интегрирование простейших дробей видов 1-3 проводится с помощью несложных преобразований и подстановок. Для вычисления интеграла вида 4 используется рекуррентная формула
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Правильную рациональную дробь 
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можно единственным образом разложить на сумму простейших дробей:
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 – некоторые действительные числа.

Согласно данному разложению, линейным множителям знаменателя 
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 соответствуют простейшие дроби первого и второго типов, а квадратным множителям – третьего и четвертого типов. При этом число простейших дробей, соответствующих данному множителю (линейному или квадратному), равно степени, с которой этот множитель входит в разложение знаменателя дроби. Формула разложения правильной рациональной дроби на простейшие дроби остается справедливой для любого конечного числа линейных и квадратных множителей, входящих в разложение знаменателя 
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Для определения коэффициентов разложения используется метод неопределенных коэффициентов:
– раскладывается правильная рациональная дробь на простейшие дроби;

– простейшие дроби приводятся к общему знаменателю 
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– многочлен, получившийся в числителе, приравнивается к многочлену 
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– приравниваются коэффициенты при одинаковых степенях переменной 
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 в левой и правой частях полученного тождества. В результате получается система 
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 линейных алгебраических уравнений для нахождения 
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Если корни знаменателя рациональной дроби 
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 даются несколько частных значений (последовательно полагают 
[image: image227.wmf]x
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Всякая рациональная функция 
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Поэтому интегрирование рациональных функций сводится к интегрированию правильных рациональных дробей.

Тема 4 Интегрирование иррациональностей

4.1 Интегралы вида 
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4.2 Интегралы вида 
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4.3 Интеграл от дифференциального бинома 
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4.4 Интегралы, не выражающиеся через элементарные функции

В интегралах 
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Интегралы 
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 вычисляются с помощью замены 
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В результате получается интеграл от рациональной функции переменной 
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 сводятся к интегралам от рациональных функций подстановками Эйлера:

– если дискриминант трехчлена 
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– если дискриминант трехчлена 
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Подстановки Эйлера часто приводят к громоздким выкладкам, поэтому в некоторых случаях удобнее применять другие методы интегрирования.
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и применяется замена 
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Для вычисления интеграла 
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 в числителе выделяется дифференциал выражения, стоящего под знаком радикала. Тогда интеграл 
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Вычисление интеграла 
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Во всех остальных случаях, как было показано П. Л. Чебышевым, интегралы от дифференциального бинома не выражаются через элементарные функции.
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Каждый из приведенных интегралов представляет собой функцию, не являющуюся элементарной.

Тема 5 Интегрирование трансцендентных функций
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5.4 Интегралы вида 
[image: image347.wmf](

)

ò

dx

e

R

x

, 
[image: image348.wmf](

)

sh,ch

Rxxdx

ò
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С помощью универсальной подстановки удобно вычислять интегралы вида:
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Хотя универсальная подстановка всегда позволяет вычислить интегралы вида 
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 оставшуюся четную степень через кофункцию, приходим к табличному интегралу. Если же 
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 – четные числа, то степени понижаются посредством перехода к двойному аргументу с помощью тригонометрических формул:
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 оставшуюся четную степень через кофункцию, приходим к табличному интегралу. Если же 
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Тема 6 Определенный интеграл и формула Ньютона-Лейбница

6.1 Определение интеграла Римана

6.2 Критерий интегрируемости Дарбу

6.3 Основные свойства определенного интеграла

6.4 Формула Ньютона-Лейбница
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Рисунок 4. 2 – Определение интеграла Римана
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Число 
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 называется определенным интегралом (или интегралом Римана) от функции 
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 – соответственно нижним и верхним пределами интегрирования.

Класс всех функций 
[image: image485.wmf](

)

x

f

, интегрируемых по Риману на отрезке 
[image: image486.wmf][

]

b

a

;

, обозначается 
[image: image487.wmf][

]

b

a

;

R

.

Определение интеграла Римана на языке 
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 формулируется следующим образом.
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Интегральная сумма не зависит от того, какой буквой обозначен аргумент данной функции. Следовательно, и ее предел, т. е. определенный интеграл, не зависит от обозначения переменной интегрирования:
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Обозначение определенного интеграла 
[image: image504.wmf](
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 есть некоторое число, в то время как неопределенный интеграл представляет собой множество всех первообразных функций 
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Теорема (необходимое условие интегрируемости) Если 
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Нижней суммой Дарбу, соответствующей разбиению 
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Верхней суммой Дарбу, соответствующей разбиению 
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Если  функция 
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Нижним интегралом функции 
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Верхним интегралом функции 
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Очевидно, что 
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Теорема (Критерий Дарбу) Для того чтобы функция 
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, была интегрируема по Риману на нем, необходимо и достаточно, чтобы суммы Дарбу удовлетворяли условию 
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Следствия. 1 Для того чтобы ограниченная на отрезке 
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 – ее суммы Дарбу, то
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Теорема (об интегрируемости непрерывной функции) Если функция 
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, то она интегрируема на этом отрезке.

Теорема (об интегрируемости монотонной функции)  Если функция 
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, то она интегрируема на этом отрезке.

Определенный интеграл обладает следующими свойствами:

– если нижний и верхний пределы интегрирования равны 
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– при перестановке пределов интегрирования определенный интеграл меняет знак на противоположный: 
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– постоянный множитель можно выносить за знак определенного интеграла:
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– определенный интеграл от суммы (разности) конечного числа интегрируемых на 
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– (аддитивность) если существуют интегралы 
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Геометрический смысл свойства аддитивности состоит в том, что площадь криволинейной трапеции с основанием 
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 равна сумме площадей криволинейных трапеций с основаниями 
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 (рисунок 4. 3);
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	Рисунок 4. 3 – Геометрический смысл свойства аддитивности
	Рисунок 4. 4– Геометрический смысл свойства монотонности



– (интегрирование неравенств) если 
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– (монотонность) если интегрируемые функции 
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Геометрическая интерпретация данного свойства: площадь криволинейной трапеции 
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– (оценка интеграла) если 
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 соответственно наименьшее и наибольшее значения функции 
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Геометрический смысл заключается в том, что площадь прямоугольника 
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 не меньше площади первого прямоугольника и не больше площади второго (рисунок 4. 4).
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	Рисунок 4. 5 – Геометрический смысл оценки  
	Рисунок 4. 6 – Геометрический свойства о среднем значении 


– (о средне значении) если функция 
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Число 
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Геометрически данное свойство означает, что существует такая точка 
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 равна площади криволинейной трапеции 
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 (рисунок 4. 6).

Пусть в определенном интеграле нижний предел интегрирования 
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называется определенным интегралом с переменным верхним пределом и является функцией верхнего предела 
[image: image627.wmf]x

.

С геометрической точки зрения, функция 
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 представляет собой площадь криволинейной трапеции 
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 (рисунок 4. 7).
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Рисунок 4. 7 – Геометрический смысл интеграла 

с переменным верхним пределом

Интеграл вида
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называется определенным интегралом с переменным нижним пределом и является функцией нижнего предела 
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Теорема (непрерывность интеграла с переменным верхним пределом) Если функция 
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Теорема (дифференцируемость интеграла с переменным верхним пределом)  Если функция 
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Пусть функция 
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 непрерывна во всех точках отрезка 
[image: image647.wmf][

]

;

ab

. Тогда на этом отрезке у нее существует первообразная. При этом для любой точки 
[image: image648.wmf][

]

;

xab

Î

 функция 
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 является одной из первообразных функций 
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. Совокупность всех первообразных непрерывной на некотором отрезке 
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Таким образом, установлена связь между неопределенным и определенным интегралами.

Теорема (формула Ньютона-Лейбница) Если функция 
[image: image655.wmf](
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 – какая-нибудь первообразная на этом отрезке, то справедлива формула Ньютона-Лейбница:
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Она также записывается в виде:
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Формула Ньютона – Лейбница позволяет избавиться от вычисления определенных интегралов как пределов интегральных сумм, что позволяет вычисление определенного интеграла свести к вычислению неопределенного интеграла.

Если функция 
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При вычислении интеграла методом замены переменной одновременно с преобразованием подынтегрального выражения изменяются соответственно и пределы интегрирования. 

Пусть функции 
[image: image668.wmf](
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. Тогда справедлива формула интегрирования по частям в определенном интеграле
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Тема 7 Геометрические приложения определенного интеграла

7.1 Площадь криволинейной трапеции

7.2 Длина дуги плоской кривой

7.3 Площадь поверхности вращения

7.4 Объем пространственного тела

Длина дуги плоской кривой в декартовой системе координат. Пусть функция 
[image: image674.wmf](
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 определена и непрерывна на отрезке 
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 и дуга 
[image: image676.wmf]»

AB

 – график этой функции, заключенный между вертикальными прямыми 
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 (рисунок 4.8). 
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Рисунок 4. 8 – Дуга
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Кривая 
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 имеет непрерывную производную 
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Площадь криволинейной трапеции в декартовой системе координат. Если функция 
[image: image690.wmf](
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 (рисунок 4. 9) вычисляется по формуле:
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Рисунок 4. 9 –Криволинейная трапеция aABb
Если 
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. Следовательно, площадь вычисляется по формуле:
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Если же криволинейная трапеция ограничена кривой 
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 (рисунок 4.10), то ее площадь определяется формулами:
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	Рисунок 4.10 – Криволинейная трапеция для функции 
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	Рисунок 4.11 – Криволинейная трапеция: 
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Если надо вычислить площадь фигуры, ограниченной кривыми 
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, то эту площадь рассматривают как разность площадей двух криволинейных трапеций 
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 (рисунок 4.11). В этом случае можно воспользоваться одной из формул:
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Площадь поверхности вращения в декартовой системе координат. Пусть функция 
[image: image727.wmf](
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 не отрицательна и непрерывна вместе со своей первой производной 
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, графиком которой является дуга 
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. Тогда поверхность, образованная вращением дуги 
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Для параметрического и полярного задания дуги 
[image: image735.wmf]AB

 соответствующие формулы приводятся в таблице 4.1.

Таблица 4. 1 – Формулы для вычисления длины дуги, площади криволинейной трапеции и площади поверхности вращения 
	Параметрическое задание
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	Полярное задание
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	Длина дуги 
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	Площадь криволинейной трапеции
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	Площадь поверхности вращения
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Объем пространственного тела с известным поперечным сечениям. Пусть дано тело 
[image: image749.wmf]T

, ограниченное замкнутой поверхностью. И пусть известна площадь любого его сечения плоскостью, перпендикулярной к оси абсцисс (рисунок 4.12). Эти сечения называются поперечными. Положение поперечного сечения определяется абсциссой точки его пересечения с осью 
[image: image750.wmf]Ox

. С изменением 
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 поперечного сечения изменяется, т. е. является некоторой функцией 
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Рисунок 4.12 –  Пространственное тело с

поперечным сечением  
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Вычисление объемов тел вращения. Рассмотрим тело, образованное вращением вокруг оси 
[image: image765.wmf]Ox

 криволинейной трапеции 
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 (рисунок 4. 13). 
Если пересечь это тело плоскостями, перпендикулярными к оси Ох, получим круги, радиусы которых равны модулю ординат 
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 точек данной кривой. Следовательно, площадь сечения рассматриваемого тела равна 
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Применяя формулу 
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, получаем формулу для вычисления объема тела вращения
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	Рисунок 4.13 – Тело, образованное вращением 
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 вокруг оси 
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	Рисунок 4.14 – Тело, образованное вращением 
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 вокруг оси 
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Если тело образовано вращением вокруг оси 
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 криволинейной трапеции 
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 (рисунок 4.14), то его объем вычисляется по формуле 
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где 
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Если криволинейный сектор, ограниченный кривой 
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, вращается вокруг полярной оси, то объем тела вращения вычисляется по формуле
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Тема 8 Физические приложения определенного интеграла

8.1 Работа переменной силы

8.2 Работа электродвигателя переменной мощности

8.3 Сила давления жидкости

8.4 Статические моменты, моменты инерции и координаты центра масс

Работа переменной силы. Пусть материальная точка движется по прямой линии под действием некоторой переменной силы 
[image: image790.wmf]F
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. За ось 
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 примем прямую, вдоль которой движется материальная точка. Пусть начальная и конечная точки пути имеют абсциссы 
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 модуль силы принимает определенное значение и является некоторой функцией абсциссы, т. е 
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 переменной силы на прямолинейном пути от 
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задается формулой:
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Работа электродвигателя переменной мощности. Пусть мощность электродвигателя в момент времени 
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 равна 
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, совершаемая двигателем за промежуток времени 
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 выражается формулой:
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Сила давления жидкости. Пусть пластинка, имеющая вид криволинейной трапеции, погружена вертикально в жидкость таким образом, что ее боковые стороны параллельны поверхности жидкости и находятся ниже ее уровня на расстояниях 
[image: image807.wmf]a

 и 
[image: image808.wmf]b

 соответственно (рисунок 4. 15). 
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	Рисунок 4.15 –Пластинка 
[image: image811.wmf]aABb

, погруженная вертикально в жидкость
	Рисунок 4.16 – Пластинка 
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, погруженная вертикально в жидкость


Если пластинка находится в горизонтальном положении на глубине 
[image: image813.wmf]h

 от поверхности жидкости, то сила давлений 
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 жидкости на эту пластинку будет равна весу столба жидкости, основанием которого является данная пластинка, а высотой – глубина 
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 – плотность жидкости, 
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– площадь пластинки.

Если же пластинка погружена в жидкость вертикально, то давление жидкости – сила давления на единицу площади – изменяется с глубиной погружения. По закону Паскаля давление в жидкости передается одинаково по всем направлениям, в том числе и на вертикальную пластинку. 

Выберем систему координат так, как показано на рисунке 4.15. Пусть уравнение кривой 
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 (рисунок 4.16), ограниченная прямыми 
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Статические моменты, моменты инерции и координаты центра. Пусть на плоскости задана прямоугольная система координат 
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Моментом инерции материальной точки 
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Если дана система материальных точек 
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а моменты инерции – по формулам:
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Центром масс системы материальных точек называется точка, обладающая тем свойством, что если в ней сосредоточить всю массу 
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 системы, то статический момент этой точки относительно любой ее оси равен статическому моменту данной системы материальных точек относительно той же оси.

Поэтому, обозначая центр масс системы 
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Таким образом, координаты центра масс системы материальных точек вычисляются по следующим формулам:
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Линия (фигура) называется однородной, если 
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 на всей линии (фигуре). Если при этом 
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, то масса линии (фигуры) численно равна длине линии (площади фигуры). 

Пусть на спрямляемой кривой 
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, заданной уравнением 
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 (рисунок 4.17). По следующим формулам вычисляются:
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статические моменты кривой относительно осей 
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координаты центра масс: 
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моменты инерции относительно осей 
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	Рисунок  4. 17 – Кривая 
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	Рисунок  4. 18 – Криволинейная трапеция 
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Для параметрического и полярного задания плоской линии 
[image: image890.wmf]AB

 соответствующие формулы приводятся в таблице 4. 2.

Таблица 4. 2 – Формулы для вычисления массы, статических моментов, координат центра масс и моментов инерции плоской линии

	Параметрическое задание
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	Моменты инерции
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Вычисление статических моментов, моментов инерции и координат центра масс плоской фигуры. Пусть дана материальная криволинейная трапеция 
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, ограниченная графиком функции 
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 (рисунок 4.18). И пусть на фигуре распределена масса с плотностью 
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Для параметрического и полярного задания плоской фигуры соответствующие формулы приводятся в таблице 4.3.

Для нахождения центра тяжести плоской фигуры, имеющей сложную форму, разбивают фигуру на простейшие фигуры, координаты центра масс которых либо известны, либо достаточно легко определяются. При этом сложную фигуру 
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 представляют в виде объединения простейших фигур, из которых вырезаны некоторые фигуры. Эти фигуры (вырезанные) обозначим через 
[image: image929.wmf]1

D

, 
[image: image930.wmf]2

D

, …, 
[image: image931.wmf]n

D

, а их площади – 
[image: image932.wmf]1

S

, 
[image: image933.wmf]2

S

, …, 
[image: image934.wmf]n

S

.  Тогда координаты центра масс фигуры 
[image: image935.wmf]D

 можно найти по формулам:
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 – координаты центра масс фигуры 
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 – площадь фигуры 
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. В этих формулах площадь фигуры берется со знаком «+», если 
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, т.е. если элементарная фигура 
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 вырезана. При нахождении координат центра масс используется также свойство симметрии фигуры: если фигура имеет плоскость, ось или центр симметрии, то центр тяжести лежит в этой плоскости, на этой оси или в этом центре.

Таблица 4. 3 – Формулы для вычисления массы, статических моментов, координат центра масс и моментов инерции плоской фигуры

	Параметрическое задание
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	Статические моменты
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	Моменты инерции
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Тема 9 Несобственные интегралы

9.1 Несобственный интеграл с бесконечными пределами интегрирования

9.2 Несобственный интеграл от неограниченных функций

9.3 Формулы для несобственных интегралов

9.4 Признаки сходимости несобственных интегралов

При введении понятия определенного интеграла как предела интегральной суммы предполагалось, что пределы интегрирования 
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 непрерывна или имеет конечное число точек разрыва первого рода. В этом случае определенные интегралы называются собственными. 

Если хотя бы одно из указанных условий не выполняется, то интегралы называются несобственными. При этом определение интеграла Римана теряет смысл. Действительно, в случае бесконечного отрезка интегрирования его нельзя разбить на 
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 частичных отрезков конечной длины, а в случае неограниченной функции интегральная сумма не имеет конечного предела.
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Несобственным интегралом с бесконечным верхним пределом интегрирования от непрерывной на промежутке 
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Этот несобственный интеграл называется сходящимся, если оба предела существуют. Если хотя бы один из пределов не существует или бесконечен, то несобственный интеграл 
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С геометрической точки зрения сходящийся несобственный интеграл 
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 (рисунок 4.19). 
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Рисунок 4. 19 – Геометрический смысл 

несобственного интеграла 1-го рода

Интегралом в смысле главного значения называется интеграл:
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Аналогично определяется несобственный интеграл от функции 
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Если же функция 
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 имеет разрыв второго рода в некоторой внутренней точке 
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Если пределы в правых частях формул существуют и конечны, то интеграл 
[image: image1031.wmf](
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 является сходящимся, в противном случае – расходящимся.
Несобственные интегралы от неограниченных функций называются несобственными интегралами второго рода.
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Рисунок 4. 20 – Геометрический смысл несобственного интеграла 

от неограниченных функций

С геометрической точки зрения сходящийся несобственный интеграл 2-го рода означает, что фигура, ограниченная кривой 
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В силу свойств предела функции и определения несобственного интеграла как предела функции, являющейся интегралом Римана с переменным пределом интегрирования, многие свойства определенного интеграла предельным переходом переносятся на несобственные интегралы.

Не ограничивая общности, ниже приводятся свойства несобственного интеграла от функции, определенной на полуинтервале 
[image: image1041.wmf][

)

b

a

;

 и интегрируемой по Риману на любом отрезке 
[image: image1042.wmf][

]

h

;

a

, 
[image: image1043.wmf]b

a

<

£

h

:

– (формула Ньютона-Лейбница) если функция 
[image: image1044.wmf](

)

x

f

 непрерывна на промежутке 
[image: image1045.wmf][

)

b

a

;

 и 
[image: image1046.wmf](

)

x

F

 какая-либо ее первообразная, то 


[image: image1047.wmf](

)

(

)

(

)

a

F

b

F

dx

x

f

b

a

-

-

=

ò

0

;

– (линейность) если несобственные интегралы 
[image: image1048.wmf](

)

ò

b

a

dx

x

f

 и 
[image: image1049.wmf](

)

ò

b

a

dx

x

g

 сходятся, то для любых чисел 
[image: image1050.wmf]a

 и 
[image: image1051.wmf]b

 несобственный интеграл 
[image: image1052.wmf](

)

(

)

[

]

ò

×

+

×

b

a

dx

x

g

x

f

b

a

 также сходится и 


[image: image1053.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

(

)

ò

ò

ò

+

=

×

+

×

b

a

b

a

b

a

dx

x

g

dx

x

f

dx

x

g

x

f

b

a

b

a

;

– (монотонность) если несобственные интегралы 
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Будем рассматривать случай несобственного интеграла от функций, определенных на полуинтервале 
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Вопросы для самоконтроля 
Определения 
1 Сформулируйте определение первообразной функции.

2 Сформулируйте определение неопределенного интеграла. 

3 Что называется рациональной дробью?

4 Какая рациональная дробь называется простейшей?

5 Какая функция называется интегрируемой на отрезке?
6 Сформулируйте определение интеграла Римана.
7 Дайте определения верхних и нижних сумм Дарбу. 
8 Дайте определения верхних и нижних интегралов.

9 Что называется определенным интегралом с переменным верхним пределом?

10 Какой интеграл называется несобственным интегралом первого рода? Когда несобственный интеграл первого рода сходится, расходится? 

11 Какой интеграл называется несобственным интегралом второго рода? Когда несобственный интеграл второго рода сходится, расходится? 

Формулировки теорем и формулы
21 Перечислите свойства первообразной.

22 Перечислите свойства неопределенного интеграла.

23 В чем состоит геометрический смысл неопределенного интеграла?

24 Перечислите свойства неопределенного интеграла.

25 Как осуществляется интегрирование с помощью замены переменной?

26 Как осуществляется интегрирование с помощью интегрирования по частям?

27 Какие подынтегральные функции удобно интегрировать по частям?

28 Как интегрируются простейшие рациональные дроби?

29 Какой вид имеет разложение правильной рациональной дроби в сумму простейших дробей?

30 В чем суть метода неопределенных коэффициентов?

31 Какая замена переменной используется при вычислении интегралов вида 
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32 Какая замена переменной используется при вычислении интегралов вида 
[image: image1129.wmf]12
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33 Какие подстановки называются подстановками Эйлера?

34 Для вычисления каких интегралов удобно применять тригонометрические подстановки?

35 В каких случаях можно вычислить интеграл от дифференциального бинома?

36 Приведите примеры интегралов, которые не выражаются через элементарные функции.

37 Как вычисляются интегралы вида 
[image: image1130.wmf](
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38 Как вычисляются интегралы вида 
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39 Какие формулы используются при вычислении интегралов вида 
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40 Какая подстановка применяется при вычислении интегралов вида 
[image: image1137.wmf](
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41 Какие подстановки используются при вычислении интегралов вида 
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42 Сформулируйте необходимое условие интегрируемости по Риману функций.

43 Перечислите основные свойства определенного интеграла.

44 Является ли интеграл с переменным верхним пределом непрерывной функцией?

45 Можно ли дифференцировать интеграл по переменному верхнему пределу? При каких условиях это возможно?

46 Какая формула связывает неопределенный и определенный интегралы?

47 Сформулируйте теорему о замене переменной в определенном интеграле.

48 Сформулируйте теорему об интегрировании по частям в определенном интеграле.

49 По каким формулам вычисляются площади криволинейных трапеций, ограниченных линиями, заданными в декартовой системе координат, в параметрическом виде и в полярной системе координат?

50 Приведите формулы для вычисления длин дуги кривой, заданной в декартовой системе координат, в параметрическом виде и в полярной системе координат.

51 Как вычисляется площадь поверхности тела?

52 Как вычисляется объем пространственных тел?

53 Для решения каких физических задач используется определенный интеграл.

54 Перечислите основные свойства несобственных интегралов.

55 Сформулируйте критерий Коши сходимости несобственных интегралов.

56 Сформулируйте признак сравнения сходимости несобственных интегралов.

57 Какой несобственный интеграл называется абсолютно сходящимся?

58 Сформулируйте признаки Дирихле и Абеля сходимости несобственных интегралов. 

Доказательство теорем
1 Сформулируйте и докажите критерий интегрируемости Дарбу.

2 Сформулируйте и докажите теорему об интегрируемости непрерывной на отрезке функции.

3 Сформулируйте и докажите теорему об интегрируемости на отрезке монотонной функция?

4 Сформулируйте и докажите теорему о среднем определенного интеграла.

Вопросы и задачи на понимание 

1 Приведите примеры функций, имеющих и не имеющих первообразных.

2 Приведите примеры двух различных первообразных для одной и той же функции 
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3 Имеет ли функция 
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4 Найдите первообразную для функции 
[image: image1141.wmf](
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5 Известно, что две первообразные для функции
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 отличаются на 2. На сколько отличаются эти же первообразные в точке 
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6 График какой первообразной для функции 
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 проходит через точку с координатами 
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7 Требуется найти 
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Раздел 5 Теория рядов 

Тема 1 Ряды с неотрицательными членами

1.1 Определение числового ряда, необходимый признак сходимости

1.2 Простейшие свойства числовых рядов, критерий Коши сходимости ряда

1.3 Признаки сходимости рядов с неотрицательными членами
Пусть 
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называется числовым рядом, числа 
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Сумма конечного числа 
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называется 
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Если для последовательности 
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Если предел последовательности 
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